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ABSTRACT

Let N be a semiprime near-ring with d derivations of N. Derivations are referred to group
additive endomorphism with multiplication operating of d(x.y) = xd(y) + d(x)y = 0 for
each x, y € N. This paper gives sufficient conditions on a subset near-ring order derivation of
each of its members is equal to 0. Let N be a semiprime near-ring and A< N such that
0€ A,A.N € Aand d derivation of N. The purpose of this paper is to prove that if d acts as
a homomorphism on A or as an anti-homomorphism on then d(A) =0

Keywords: Near-Ring Prime, Near-Ring Semiprime, lIdeal, Derivations, Homomorphism,

anti-homomorphism

PENDAHULUAN

Di dalam aljabar terdapat struktur
menyerupai ring, Vyaitu struktur yang
dibentuk dari sebarang grup terhadap
operasi penjumlahan, semigrup terhadap
operasi pergandaan dan memenuhi sifat
distributif terhadap operasi penjumlahan
dan pergandaan. Namun sifat distributif
disini hanya dipenuhi satu sisi saja.
Struktur inilah yang dikenal dengan nama
near-ring.

Topik tentang keprimaan disini
juga merupakan salah satu kajian dalam
teori ring. Salah satu contoh ring adalah
himpunan fungsi-fungsi diferensiabel dari
himpunan bilangan real R ke R, dengan
operasi penjumlahan dan pergandaan
sebagai berikut:

(f+9)() = f(x)+9(x)
(f.9)(x) = f(x).9(x)

Himpunan fungsi-fungsi diferensi-abel
tersebut dinotasikan dengan:

D ={f:R - R|f diferensiabel}

Misalkan dibentuk suatu pemetaan

@:D — D dengan aturan ¢(f(x))= di
X

f(x). Operasi penjumlahan dan perga-
ndaan pada D disini mempunyai sifat
sebagai berikut:

p(f(x)+9(x)) =%[f(x)+9(x)]

d d
=& f(X)+&9(X)

=o(f())+e(a(x) 1.1)
p(f(x).9(x)) =%[f(x)-g(x)]

- f(x).% 9(x)+

d
ax T80

= 1 (0.0(9(x)) +
o((x)).9(x) 1.2)

Dengan memperumum D menjadi
sebarang near-ring dan ¢ menjadi
sebarang pemetaan yang memenuhi
Persamaan (1.1) dan Persamaan (1.2),
maka diperoleh suatu near-ring yang
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dilengkapi dengan derivatif. Jika N
adalah  near-ring  semiprima  yang
dilengkapi dengan derivatif, maka dalam
tulisan ini dibahas tentang syarat cukup
himpunan bagian A< N sehingga deri-
vatif setiap anggota A sama dengan 0.

METODE PENELITIAN

Metode penelitian yang digunakan
adalah studi literatur. Langkah-langkah
penelitian yang digunakan adalah sebagai
berikut: menyelediki dan mempelajari
near-Oring, homomorfisma near-ring dan
ideal suatu near-ring, menyelidiki dan
mempelajari sifat-sifat terkait near-ring
prima dan near-ring semiprima beserta
idealnya, menyelidiki dan mempelajari
mengenai  derivatif pada near-ring di-
lanjutkan tujuan utama yaitu mempelajari
mengenai near-ring prima dan near-ring
semiprima yang dilengkapi  dengan
derivatif. Selanjutnya untuk mempelajari
ideal prima maupun semiprima dibutuhkan
teorema tentang ideal suatu near-ring,
teorema fundamental homomorfisma near-
ring dan sifat-sifat dasar dari near-ring itu
sendiri.

Pada paper Argac (1996) dipelajari
tentang near-ring prima dan semiprima
yang dilengkapi dengan derivatif. Paper
tersebut menjadi acuan utama pada
penulisan skripsi ini. Sedangkan untuk
mendukung pemahaman tentang near-ring
prima maupun semiprima yang belum
dijelaskan pada paper Argac, penulis
mengacu buku Pilz (1983) dan Kandasamy
(2002). Sebagai dasar perbandingan antara
sruktur ring dan near-ring penulis mengacu
buku Fraleigh (1994), Passman (1991), dan
Rotman (2003) .

DASAR TEORI
1. Near-Ring

Dalam bagian ini akan diperkenal-
kan mengenai near-ring, beserta contoh
dan sifat-sifatnya.
Definisi Near-ring. Himpunan N de-
ngan 2 operasi biner “+” dan “*” disebut
near-ring jika

1. Himpunan (N,+) adalah grup.

2. Himpunan (N,.) adalah semi-
grup.

3. Himpunan (N,+,.) memenuhi
salah satu sifat distributif
berikut ini:
a.Distributif kiri:
b.Distributif kanan:

(vn,n,,n; eN) (n,+n,).n, =
n.n, +n,.n, .

Near-ring yang hanya memenuhi
aksioma 1, 2 dan 3 bagian (a) disebut
near-ring Kiri (left near-ring) dan near-
ring yang hanya memenuhi aksioma 1, 2
dan 3 bagian (b) disebut near-ring kanan
(right near-ring). Near-ring merupakan
suatu ring dengan aksioma yang
diperlemah yaitu sebagai grup aditif tidak
harus komutatif  dan sifat distributif
cukup dipenuhi satu sisi saja.

Near-ring N terhadap operasi “+”
dan “.” dinotasikan dengan (N,+,.).
Selanjutnya dalam pembahasan tulisan
ini, jika tidak disyaratkan di awal, yang
dimaksud deangan near-ring adalah near-
ring kanan. Jika diketahui N near-ring,
maka secara implisit di dalamnya
melibatkan operasi “+” dan “.”.

Contoh Near-ring. Diberikan (T,+) grup.
Himpunan F(T) ={f fungsi|f:T —>T} ya-
itu himpunan semua fungsi dari grup T ke
grup T merupakan near-ring terhadap
operasi jumlah” @ dan komposisi fungsi

(3 2

o sebagai berikut:
(Vf,ge F(T))(VxeT)

(fog)(x)=f(x)+g(x) @3
(vf,geFT)(vxeT)

(fo9)(x) = f(9(x)) (1.4)

Seperti yang sudah dinyatakan
dalam definisi Near-ring  bahwa sifat
distributif pada near-ring hanya diperlukan
satu sisi saja. Untuk  elemen yang
memenuhi hukum distributif kanan dan
sekaligus kiri diberi nama tersendiri,
sebagaimana yang dinyatakan dalam
definisi berikut.
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Definisi Elemen Distributif. Diberikan
near-ring (N,+,.). Suatu elemen d pada
N disebut elemen distributif jika dan
hanya jika untuk setiap n,me N berlaku

d.(n+m)=d.n+d.m.

Himpunan semua elemen distributif
dalam (N,+,.).dinyatakan dengan N, =
{d e N |d elemen distributif}. JikaN me-
rupakan ring maka N pasti near-ring dan
dipenuhi N =N, karena ring memenuhi

sifat distributif Kiri dan kanan.

Lemma Elemen Distributif. Himpunan
semua elemen distributif suatu near-ring N
merupakan himpunan bagian dari bagian
simetri nolnya (N, < N,).

Didalam near-ring juga dikenal
dengan homomorfisma near-ring sebagai
definisi berikut.

Definisi Homomorfisma Near-ring. Di-
berikan near-ring N dan N'. Pemetaan
h:N — N' disebut homomor-fisma
near-ring. Jika untuk setiap m,neN

berlaku:

1) h(m+n)=h(m)-+h(n).

2) h(m.n) =h(m).h(n).

Untuk selanjutnya homomorfisma
near-ring yang injektif disebut
monomorfisma, homomorfisma near-ring
yang surjektif disebut epimorfisma, se-
dangkan isomorfisma adalah homomor-
fisma near-ring yang bijektif.

Teorema Homomorfisma Near-ring. Ji-
ka h:N — N' merupakan homomorfis-
ma near-ring maka untuk setiap neN
berlaku

1). h (0,) = 0.

2). h (-n)=-h (n).

2. Near-Ring Prima

Sebelum  membahas  near-ring
prima, terlebih dahulu dibahas ideal prima
yang merupakan syarat utama terbentuk-
nya near-ring prima.
Definisi Ideal Prima. Suatu ideal P dari
near-ring N disebut ideal prima jika
untuk setiap ideal 1 dan J pada N,
berlaku

1JcP = IcPv JcP.
Contoh Ideal Prima. Diberikan near-
ring (Z,+,.), maka {0} adalah ideal pri-
ma.
Teorema Ekuivalensi Ideal Prima. Dibe-
rikan ideal P pada near-ring N. Pernya-
taan-pernyataan berikut ekuivalen:

1) Ideal P adalah prima.

2) Untuk setiap ideal | dan J pada
N, jika I.Jc P maka |IcP
atau J cP.

3) Untuk setiap i,jeN, jika igP
dan jeP, maka <i>.<j>z P.

4) Untuk setiap ideal | dan J pada
N, jika Pcl dan PcJ, maka
1.JzP.

5) Untuk setiap ideal | dan J pada
N, jika lP dan JzP, maka

1.JzP.

Berikut akan diberikan definisi near-
ring prima dan beberapa teorema yang
terkait dengan near-ring prima
Definisi Near-ring Prima. Near-ring N
disebut prima jika {0} adalah ideal pri-
ma.

Contoh Near-ring Prima.
(Z,+,.) adalah near-ring prima.
Teorema Near-ring Prima. Diberikan su-

atu near-ring N. Pernyataan-pernyataan
berikut ekuivalen:

1) Near-ring N adalah prima.

2) Untuk setiap ideal | dan J pada
N, jika 1.J {0} maka | c{0}
atau J < {0}.

3) Untuk setiap i, j eN, jika i ¢{0}
dan j¢{0}, maka <i>.<j>
{0}

4) Untuk setiap ideal | dan J pada
N, jika {0} I dan {0} <= J, maka
1.J z{0}.

5) Untuk setiap ideal | dan J pada
N, jika |z{0} dan Jz{0}, maka
1.J z{0}.

Himpunan
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Teorema Ekuivalensi Ideal Prima Dan
Nearing Prima. Diberikan ideal | pada
N . Pernyataan berikut ekuivalen:

Himpunan | adalah ideal prima

=

N /1 adalah near-ring prima.

3. Near-ring Semiprima

Sebelum membahas near-ring semi-
prima terlebih dahulu dibahas mengenai
ideal semi-prima yang merupakan bentuk
umum dari ideal prima.
Definisi Ideal Semiprima. Suatu ideal S
dari near-ring N disebut semiprima, jika
untuk setiap ideal | pada N, berlaku

l.I=1°cS =1cS.
Contoh Ideal Semiprima. Jika Z merupa-
kan near-ring terhadap operasi penjum-
lahan dan pergandaan biasa, maka {0}
adalah ideal semiprima.
Teorema Ideal Semiprima. Diberikan
ideal S pada N. Pernyataan-pernyataan
berikut ekuivalen:
(a) ldeal S adalah semiprima.
(b) Untuk setiap ideal | pada N, jika
I’c Smaka 1 S.

(c) Untuk setiap neN, jika <n>?
cS maka neS.

(d) Untuk setiap ideal | pada N,
jika Scl maka I’z S.
(e) Untuk setiap ideal I pada N,

Jika 1S maka 1S .

Teorema Ekuivalensi Ideal Semiprima.
Diberikan ideal 1 dan S pada N dengan
| =S. Jika pemetaanz:N —>N/1=N
adalah epimorfisma, maka berlaku pernya-
taan berikut:

Teorema Near-ring Semiprima. Diberi-
kan near ring N. Pernyataan-pernyataan
berikut ekuivalen:
(a) Near ring N adalah semiprima.
(b) Untuk setiap ideal I pada N, jika
1? = {O}maka | c {0}.
(c) Untuk setiap neN, jika
<n>’c{0} maka n <{0}.
(d) Untuk setiap ideal | pada N,
jika S {0} maka 1°z {0}.
(e) Untuk setiap ideal | pada N,
Jika 1 {0} maka 1° {0}

Teorema Ekuivalensi Near-ring Semi-
prima. Diberikan near-ring N . Pernyata-
an berikut ekuivalen:

Untuk setiap ideal | pada N, jika
I2={0}maka | ={0}

Himpunan S adalah ideal semiprima

<~

7(S) = N /1 adalah near-ring semiprima.

Berikut akan diberikan definisi
near-ring semiprima dan beberapa teorema
yang terkait dengan near-ring semiprima.
Definisi Near-ring Semiprima. Near-ring
N disebut semiprima jika {0} adalah
ideal semiprima.

S

Untuk setiap se N, jika s.N.s=0
maka s=0.

4. Derivatif pada Near-ring
Definisi Derivatif pada Near-ring. Dibe-
rikan near-ring N.Pemetaan d:N — N
disebut derivatif pada N, jika untuk seti-
ap x,yeN berlaku

1. d(x+y)=d(x)+d(y)

2. d(x.y)=xd(y)+d(x).y

Dengan demikian dari definisi

tersebut, dapat dikatakan bahwa derivatif
pada near-ring N merupakan suatu
endomorfisma grup aditif dengan operasi
pergandaannya  didefinisikan  seperti
aksioma 2 diatas.
Contoh Derivatif Near-ring. Diberikan
near-ring bagian simetri nol  (N,,+,.).
Himpunan d:N, — N, merupakan him-
punan semua fungsi dari near-ring N, ke
dirinya sendiri yang didefinisikan d(«) =
0 untuk setiap € N,.

Definisi Homomorfisma Dan Anti-ho-
momorfisma.
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Diberikan near-ring N dengan S< N
dan d derivatif pada N. Untuk setiap
X,y €S berlaku:
1. Jika d(x.y¥r d(x).d: maka d
disebut homomorfisma pada S.
2. Jika d(xy)=d(y)d(x) maka d
disebut anti-homomorfisma pada
S.

Lemma Derivatif Near-ring. Jika N
adalah near-ring dan d derivatif pada N
maka untuk untuk setiap x,y,ce N ber-

laku:
c{yd(x)+d(y).x}=c.y.d(x)+cd(y).x
Lemma Homorfisma Dan Antihomo-
morfisma. Diberikan near-ring N dan A
subsemigrup N terhadap operasi pergan-
daan. Untuk setiap x,y € A berlaku

1. Jika d homomorfismadi A, maka

d(y).xd(y) =yxd(y)=d(y).xy
2. Jika d anti-homomorfisma di A, maka

d(y).xd(y) =d(y).y.x=xy.d(y)
HASIL DAN PEMBAHASAN

Hasil 1

Teorema Derivatif Near-ring semi-
prima. Diketahui N adalah zero simetri
near-ring semiprima dan d derivatif
pada N . Diberikan A subsemigrup N
yang memuat 0eA, AcN dan
ANc A. Jika d homomorfisma atau
anti-homomorfisa di A, maka d(A)=0

Hasil 2

Teorema Derivatif Near-ring Prima.
Diketahui N near-ring semiprima dan d
derivatif pada N . Diberikan A sub-
semigrup N yang memuat O A, Ac N
dan AN c A. Jika d anti-homo-morfisma
di N maka d(N)={0}.

Pembahasan 1
Diketahui d homomorfisma di A.
Akan ditunjukkan bahwa d(A)=0. Untuk

setiap X,y € A berlaku
d(y).xd(y) =d(y).xy

Kemudian kedua ruas dikenakan perkalian
kanan dengan "d (z)'untuk setiap ze A,

sehingga diperoleh persamaan
d(y).xd(y).d(z) =d(y).x.y.d(z)
d(y)xd(y.z) =d(y).xy.d(z)
d(y).x{y.d(z)+d(y).z}
=d(y)xy.d(z)
d(y).xy.d(z)+ d(y).xd(y).z
=d(y).xy.d(z)
Dengan kanselasi kiri yang dikenakan pada
diperoleh:

d(y).xd(y).z=0
subsitusi x dengan x.r dengan x € A dan

reN diperoleh

d(y).xrd(y).z=0
akibatnya d(y).x.N.d(y).z={0}. Khusus-

nya untuk x =z diperoleh

d(y).x.N.d(y).x={0}
karena N near-ring semiprima, akibatnya

d(y).x=0. ()
Subsitusi y dengan y.r dengan y € A dan
r e N diperoleh persamaan
d(y.r).x =0
{yd(r)+d(y).r}.x=0
yd(r)x+d(y).rx=0

kedua ruas dikenakan perkalian kiri
dengan "d(z)" untuk setiap zeA,
sehingga diperoleh persamaan:

d(2){yd(r).x+d(y).rx}=d(z).0.
Sehingga menjadi

d(z).y.d(r).x+d(z).d(y).r.x =0.
berakibat

0.d(r).x+d(z)d(y)rx=0

0+d(z).d(y).rx =0
d(z).d(y).rx =0.
Karena d homomorfisma di A, akibatnya
diperoleh persamaan d(z.y).rx=0,

{zd(y)+d(z).y}rx=0. Karena berlaku

hukum distributif kanan, maka diperoleh
zd(y).rx+d(z).yrx=0

z.d(y).rx+0.r.x =0

z.d(y).r.x+0 =0.
Akibatnya diperoleh persamaan
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zd(y).rx=0.
Karena berlaku untuk setiap reN
berakibat z.d(y).N.x={0}, khususnya un-

tuk x =z.d(y) diperoleh

z.d(y).N.z.d(y) ={0}.

Karena himpunan N near-ring semiprima,
akibatnya:

zd(y)=0=zr.d(y)=zd(r).d(y) (**)
Dengan mengombinasikan Peramaan (*)
dan (**) diperoleh persamaan
y.d(x)+d(y).x=0
d(y.x) =0.
Subsitusi ydengan x.r maka diperoleh
d(x.r.x)=0. Karena d homomorfisma di
A, maka diperoleh persamaan
d(x.r.x) =d(x.r).d(x) =0
{xd(r)+d(x).r}.d(x) =0
xd(r).d(x) +d(x).r.d(x)=0.(***)
Dengan melihat Persamaan (**) berakibat
Persamaan (***) menjadi
0+d(x).rd(x)=0
d(x)rd(x) =0.
Karena berlaku untuk sebarang reN,
maka d(x).N.d(x) ={0}. Karena N near-
ring semiprima berakibat d(x)={0} dan
karena x sebarang anggota A berakibat
d(A)={0}.m

Pembahasan 2
Dari Pembahasan 1 diperoleh d(a)

=0. Untuk setiap ae A Pastilah juga
berlaku d(a.r) =0 untuk setiap a< A dan

reN.
d(ar) =0
ad(r)+d(a)r =0
ad(r)+0.r =0
ad(r)+0 =0
a.d(r) =0.
Subsitusi a dengan a.s untuk
setiap a< A dan seN pada Persamaan

(4.2.42), sehingga diperoleh persamaan
asd(r)=0. Karena berlaku untuk

sebarang seN berakibat a.N.d(r)=0.
Karena N near-ring prima berakibat a=0

atau d(r)=0 dan karena A tidak kosong
diperoleh d(r) =0 untuk setiap re N.m

PENUTUP
Kesimpulan

Sifat-sifat prima dan semiprima
dalam near-ring dapat digunakan untuk
menentukan sifat derivatif pada near-ring
yang dilengkapi  dengan  derivatif.
Selanjutnya dengan derivatif pada near-
ring (N,+,.) dan homomorfisma atau anti-
homomorfisma di A< N. Dapat dibukti-
kan suatu teorema utama. Diketahui N
adalah near-ring semiprima dan d
derivatif pada N . Diberikan A subsemi-
grup N yang memuat 0 A, Ac N dan
AN c A Jika d homomorfisma di A
atau d anti-homomorfisma di A maka
d(A)=0. Teorema ini juga berlaku jika
diketahui N adalah near-ring prima.
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